
Functionlearningiswellknownusingthegeneralizationabil-
ityinneuralnetworks.Errorsincreaseverymuchusingthe
generalsigmoidfunctioninthree-layerneuralnetworks.The
errorisnotimprovedeveniflearningtimesareincreased.
Thereisanerroreveniftheoperationofstandardizationis
done.
Itisshownexperimentallythatthereisaterritoryoferror

intheneighborhoodofthepointofinflectionandtheterritory
oflargeabsolutevalueofinclinationofagoalfunction.
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1.はじめに

ニューラルネットワークを用いて関数を学習することは、よく知られて

いる。 ニューラルネットワークの性能を表現するとき、必ず実験のひと

つの項目となる（参考文献〔1〕）ガウス関数がしばしばそのシュミレーショ

ンの対象になる。ガウス関数を実際にニューラルネットワークを用いて学

習すると、比較的学習回数を増加させなくとも、 精度はよく誤差はそれ

ほど気にならないという報告がある（参考文献〔1〕）。どのような関数でも

学習回数を増加させることによって誤差が減少すれば問題はない。しかし、

学習する関数によっては、誤差が大きくなり、学習回数を増加しても誤差

が減少しない場合がある。また、誤差に関する研究はあまり行われていな

い。本稿では、誤差が比較的大きな関数（参考文献〔2〕）やsin関数をモデ

ルとして実験を行い、誤差の多く発生する領域を実験的に考察した。

2.3層ニューラルネットワークの構成

最初に、図2.1に示すような3層ニューラルネットワークを考える。こ

こで、x（p）はp番目の入力パターンベクトル、t（p）は、それに対応する目標

値である。z（p）は、実際の出力とする。Vji
（l）は、入力層と中間層の間の重

み係数、Wkj
（h）は、中間層と出力層の間の重み係数である。ここで、iは入

力の1パターンあたりの入力数、jは中間層ニューロン数、kは出力層の1

パターンあたりの出力数である。出力層にある素子は、入力uに対して、

シグモイド関数を使用すると、

g（u）＝1/（1＋e－ku）

となる。学習は、

E＝ΣE（p）＝ΣΣ｛（tk（p）－zk
（p））2/2｝

の総誤差Eを最小化することである。ここでtk
（p）は目標値でありtk

（p）－zk
（p）

は、x（p）に対する3層ニューラルネットワークの出力と目標値の間の誤差
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となる。する。パターンx（p）が入力として加わった場合、出力誤差E（p）は、

E（p）＝Σ｛（tk（p）－zk
（p））2/2｝

となる。このE（p）を減少させるようにWkj
（h）とVji

（l）を調節すると、

ΔWkj
（h）と、ΔVji

（l）は、

ΔWkj
（h）＝－ε∂E（p）/∂Wkj

（h）

と

ΔVji
（l）＝－ε∂E（p）/∂Vji

（l）

となる（本稿では最急降下法を使用）。ここで、εは学習係数である。

出力層にある素子kの入力ukは、

uk＝ΣWkj
（h）yj

（p）

となり、出力は、

zk
（p）＝g（uk）

となる。また、偏微分の連鎖律を考慮すると、
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図2.1 3層ニューラルネットワークの構成



－∂E（p）/∂Wkj
（h）＝－∂E（p）/∂uk・∂uk/∂Wkj

（h）

＝－∂E（p）/∂zk
（p）・∂zk

（p）/∂uk・∂uk/∂Wkj
（h）

＝（tk（p）－zk
（p））・2m・zk

（p）（1－zk
（p））・yj

（p） （21）

が成り立つ。ここで、

zk
（p）＝g［Σ｛Wkj

（h）f（Vji
（l）x（p）＋αj）｝］ （22）

となる。また、出力zk
（p）の入力に関する微分式は、

zk
（p）・＝g・（uk）・［Σ｛Wkj

（h）f・（Vji
（l）x（p）＋αj）・Vji

（l）｝］ （23）

である。たとえば、入力数i＝1、中間ニューロン数j＝3、出力ニューロ

ン数k＝1とすると、

z1
（p）・＝g・（u1）・｛W11

（h）f・（V11
（l）x（p）＋α1）・V11

（l）＋W12
（h）f・（V21

（l）x（p）＋α2）・

V21
（l）＋W13

（h）f・（V31
（l）x（p）＋α3）・V31

（l）｝

となる。

ここで、δk
（h）＝（tk（p）－zk

（p））・2m・zk
（p）（1－zk

（p））とおくと、

－∂E（p）/∂Wkj
（h）＝δk

（h）・yj
（p）

となる。従って、

ΔWkj
（h）＝εδk

（h）yj
（p）

＝ε・（tk（p）－zk
（p））2m・zk

（p）（1－zk
（p））・yj

（p） （24）

となり、出力層と中間層間の重み係数の更新式となる。次に、入力層と中

間層との間の重み係数更新を述べる。

中間層にある素子jの入力vjは、

vj＝ΣVji
（l）xi

（p）

となり、シグモイド関数を使用した場合の出力は、

yj
（p）＝f（vj）

となる。同様に偏微分の連鎖律を考慮すると、

－∂E（p）/∂Vji
（l）＝－∂E（p）/∂vj・∂vj/∂Vji

（l）

＝－∂E（p）/∂vj・xi
（p）

となる。ここで、δj（l）＝－∂E（p）/∂vjとおくと

δj（l）＝－∂E（p）/∂yj
（p）・∂yj

（p）/∂vj

＝－∂E（p）/∂yj
（p）・2m・yj

（p）（1－yj
（p））
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であり、さらに∂E（p）/∂yj
（p）は、

∂E（p）/∂yj
（p）＝Σ∂E（p）/∂uk・∂uk/∂yj

（p）

＝Σδk
（h）Wkj

（h）

となるから、

δj（l）＝（Σδk
（h）Wkj

（h））2m・yj
（p）（1－yj

（p））

とおき、まとめると、

ΔVji
（l）＝εδj（l）xi

（p）

＝ε（Σδk
（h）Wkj

（h））2m・yj
（p）（1－yj

（p））・xi
（p） （25）

となる。

3.計算機実験および考察

1．誤差の多い学習関数と学習関数微分および学習2回微分関数

本稿でニューラルネットワークを利用して関数学習をするわけであるが、

一般的に検査関数としている関数を使用することとした。目標とする関数

は、

f（X）＝exp（－X2）cos（2πX）

を使用した。この関数は、参考文献（2）で示した関数の1次元版である。

関数f（X）を図3.1.1に示す。

また、その微分関数

f・（X）＝2πsin（2πX）exp（－X2）－2Xcos（2πX）exp（－X2）

の関係を示すグラフを図3.1.2に示した。微分関数は、学習関数の変曲点

を示すのに都合がよい。また、傾きの最大値も表示できる。さらに、

f（X）の2回微分関数

f・・（X）＝exp（－X2）｛8.0πXsin（2πX）－2cos（2πX）＋4X2cos（2πX）

－4π2cos（2πX）｝

を図3.1.3に示す。2回微分関数は、1回微分関数の最大値を確認するのに

便利である。
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図3.1.2 f・（X）＝2πsin（2πX）exp（－X2）－2Xcos（2πX）exp（－X2）

図3.1.1 f（X）＝exp（－X2）cos（2πX）



2.出力を規格化しない場合の関数学習（f（X）＝exp（－X2）cos（2πX））

本実験では、1入力1出力、中間層のニューロン数は10個とした。図3.

1.1の目標関数を学習する時、一般的なシグモイド関数をそのまま用いた

出力は0から1と制限されてしまう。本実験では、一般的シグモイド関数

をf（u）＝1/（1＋exp（－u））とした場合、出力領域を－1.0から1.0に拡大す

る目的で2f（u）－1.0とした。学習率を0.30とし、重み係数は乱数を用いて

3種類選択した。学習データとしてのX軸上の値は、－1.1、－0.8、－0.5、

－0.2、0.1、0.4、0.7、1.0の8点を取った。重み係数の初期値を3種類変

えて4万回の学習を行った。そのときのニューロ回路の入出力特性と誤差

特性を図3.2.1～図3.2.6にそれぞれ示す。図3.2.1、図3.2.3、図3.2.5は、実

線で目標学習関数を示している。また、星印の曲線は、4万回の学習が終

了した時の重み係数（入力層中間層間および中間層出力層間）を使用し、ニュー

3層ニューラルネットワークの関数学習における誤差領域 69

図3.1.3 f・（X）＝exp（－X2）{8.0πXsin（2πX）－2cos（2πX）
＋4X2cos（2πX）－4π2cos（2πX）｝



ロ回路の入出力特性を描いたものである。また、図3.2.2、図3.2.4、図3.2.

6は、図3.2.1、図3.2.3、図3.2.5における誤差特性を表示したものである。

ここで、図3.2.2、図3.2.4、図3.2.6の誤差曲線についてどのような領域に

誤差が生じやすいかを観察することとした。その結果を表3.2.1に示す。

最初に、目標学習関数の微分特性のグラフ、図3.1.2と比較した。ここで、

目標学習関数微分値の絶対値の第一ピーク（＋0.25、－0.25）と第二ピーク

（＋0.7、－0.7）に誤差が多いことがわかる。言い換えれば、図3.1.3の目標

学習関数2回微分値の変曲点で誤差が多い。ここで誤差が多いとは、入力

誤差特性の絶対値が0.2より大きい領域を目安とした。これは、3個の初

期値を変えた場合でも共通している特性となった。
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図3.2.1 入出力特性1

表3.2.1 規格化しない場合の誤差の多い領域

誤差の多いX軸での値または領域

1 －0.8、－0.7、－0.2、0.25、0.6 図3.2.2

2 －0.3、－0.2、0.25、0.7 図3.2.4

3 －0.7、－0.1、0.25、0.8 図3.2.6
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図3.2.2 入力誤差特性1

図3.2.3 入出力特性2
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図3.2.4 入力誤差特性2

図3.2.5 入出力特性3



3.出力を規格化した場合の関数学習（f（X）＝exp（－X2）cos（2πX））

3.-2.に対して誤差が多いために、ここでは一般的に行われている規格

化操作を行った。規格化について簡単に述べる。シグモイド関数の出力範

囲は、一般的には0から1である（－1から1の出力を持つ場合もある）。し

かし、ニューラルネットワークに期待する出力は、いつも0から1の範囲

にあるとは限らない。あれば問題はない。そこでニューラルネットワーク

出力に余裕を持たせながら希望の出力を出せるように出力操作をすること

になるのである。規格化を行うことで、誤差は減少することが知られてい

るが、その状況はどう変化するのであろうか。出力層の出力を値域が0か

ら１のシグモイド関数を用い学習が行われるように出力を調整する。こ

こでは、目標学習関数の値域が－0.8から1.0の範囲にあるから、目標学習

関数を0.5倍してY軸方向に＋0.4平行移動を行った。逆に、4万回の学習

終了後、Y軸方向に－0.4平行移動を行い、さらに2倍して元に戻した。
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図3.2.6 入力誤差特性3



学習率は0.33とした。他の条件は、ほとんど3.-2.と同一である。初期値

は乱数を発生させ10種類変えて学習を行った。表3.2.1を見ると初期値を

変更して学習を行った結果、－0.2～－0.3、0.25および－0.7のところで誤

差が大きくなった。このことは、表3.3.1と比較してみると、－0.2～－0.3、

0.25、0.5、－0.7のいずれかの付近で誤差が大きくなる傾向にあることが

わかる。
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図3.3.1 入出力特性1

表3.3.1 規格化した場合の誤差の多い領域

誤差の多いX軸での値または領域

1 －0.2～－0.3、0.25 図3.3.2

2 －0.2～－0.3、0.25 図3.3.4

3 0.25 図3.3.6

4 －0.2～－0.3、－0.7 0.25 0.5 図3.3.8

5 －0.2～－0.3、0.25 図3.3.10

6 －0.2～－0.3、0.25 図3.3.12

7 －0.2～－0.3、0.25 0.5 図3.3.14

8 －0.2～－0.3、0.25～0.30 図3.3.16

9 －0.2～－0.3、0.25 図3.3.18

10 －0.2～－0.3、0.25 図3.3.20
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図3.3.3 入出力特性2

図3.3.2 入力誤差特性1
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図3.3.4 入力誤差特性2

図3.3.5 入出力特性3
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図3.3.6 入力誤差特性3

図3.3.7 入出力特性4
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図3.3.8 入力誤差特性4

図3.3.9 入出力特性5
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図3.3.10 入力誤差特性5

図3.3.11 入出力特性6
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図3.3.12 入力誤差特性6

図3.3.13 入出力特性7
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図3.3.14 入力誤差特性7

図3.3.15 入出力特性8
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図3.3.16 入力誤差特性8

図3.3.17 入出力特性9
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図3.3.18 入力誤差特性9

図3.3.19 入出力特性10



次に、規格化を行い、条件を同じとし、学習データ数を変えたときの誤

差の生ずる領域が変化するかどうかを確認するために、学習するデータ数

を7個、9個、11個、15個と変化させた。その結果を表3.3.2～表3.3.5に示

す。学習点を変えても誤差の多い領域は、 0.20～0.30、－0.20～－0.30で、

どの学習においても誤差が多いという結果となった。また、学習点数を増

加させると誤差は減少するけれども、領域は変曲点付近すなわち関数の微

分値が正から負に変わる領域（±0.5近辺）に多いという共通結果となった。

また、これは、学習点数を増加させることによってより明瞭となった。

84

図3.3.20 入力誤差特性10
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表3.3.3 規格化した場合の誤差の多い領域

9点学習－1.0、－0.75、－0.5、－0.25、0.0、0.25、0.50、0.75、1.00

誤差の多いX軸での値または領域

1 0.20～0.30、0.65、－0.20～－0.30、－1.1

2 0.20～0.30、0.65、－1.1

3 0.20～0.30、－0.20～－0.30、－1.1

4 0.20～0.30、－0.20～－0.30、－1.1

5 0.20～0.30、－0.20～－0.30、－1.1

6 0.20～0.30、－0.20～－0.30、－1.1

7 0.20～0.30、－0.20～－0.30、－1.1

8 00.20～0.30、－0.20～－0.30、－1.1

表3.3.2 規格化した場合の誤差の多い領域

７点学習－1.1、－0.75、－0.40、－0.5、0.3、0.65、1.0

誤差の多いX軸での値または領域

1 0.8、0.48、－0.25、－0.55、－0.90

2 0.45、－0.23、－0.55、－0.55

3 0.8、0.48、0.18、－0.25、－0.5、－0.95

4 0.8、0.50、0.20、－0.25、－0.48

5 0.8、0.48、0.20、－0.25、－0.55、－0.9

6 0.8、0.48、0.20、－0.25、－0.55、－0.9

7 0.8、0.48、0.20、－0.25、－0.55、－0.9

8 0.48、0.20、－0.25、－0.55、－0.9

9 0.8、0.48、0.20、－0.25、－0.55、－0.9

10 0.8、0.48、0.20、－0.25、－0.55、－0.9

表3.3.4 規格化した場合の誤差の多い領域

11点学習－1.0、－0.8、－0.6、－0.4、－0.2、0.0、0.2、0.4、0.6、0.8、1.0

誤差の多いX軸での値または領域

1 0.20～0.30、－0.20～－0.30、－1.1

2 0.20～0.30、－0.20～－0.30、－1.1

3 0.20～0.30、－0.20～－0.30、－1.1

4 0.20～0.30、－0.20～－0.30、－1.1

5 0.20～0.30、－0.20～－0.30、－1.1

6 0.20～0.30、－0.20～－0.30、－1.1

7 0.20～0.30、－0.20～－0.30、－1.1

8 0.20～0.30、－0.20～－0.30、－1.1

9 0.20～0.30、－0.20～－0.30、－1.1

10 －0.20～－0.30、－1.1



4.出力を規格化しない場合の関数学習（f（X）＝0.1sin8X）

規格化を行わないにもかかわらず、誤差特性が比較的よい関数もある。

3.-3.で行った実験での関数は、文献（1）にも紹介されているようによく

検査関数として使われている。ここでは、それに比べて、出力値の絶対値

が比較的小さく、振動周期はそれほど変わらない振動関数を目標関数に選

んだ。ここでは、目標関数の値域の大きさ（－0.1から＋0.1）によって誤差

領域がどうなるかの実験を行った。出力を規格化しない場合の関数学習

（f（X）＝exp（－X2）cos（2πX））とほとんど同じ条件で実験を行った。関

数f（X）＝0.1sin8Xは、最小値が－0.1、最大値が0.1である。また、微分

値の最大値が0.8、最小値が－0.8である。さらに、Xの学習領域は、－0.7

～＋0.8とし、学習点は、X軸上－0.7、－0.4、－0.1、0.2、0.5、0.8の6点

とした。学習率は0.4とし、重み係数の初期値は5種類変化させて実験を行っ

た。図3.4.1における実線は、目標関数f（X）＝0.1sin8Xを示し、星印曲線

は、4万回学習後のニューロ回路の入出力特性を示す。同様に、重み係数

の初期値を変えた結果を図3.4.3、図3.4.5、図3.4.7、図3.4.9に示す。また、

図3.4.2、図3.4.4、図3.4.6、図3.4.8、図3.4.10には、入力誤差特性と、

f（X）＝0.1sin8Xの2回微分関数の0.01倍の曲線を描いた。これは、目標

関数の変曲点を表示するために描いたものである。 図3.4.1および図3.4.3、

図3.4.5、図3.4.7、図3.4.9のみ見ると、誤差の大きさは、比較的小さい。

多く生じる領域は図3.4.2、図3.4.4、図3.4.6、図3.4.8、図3.4.10を見ると、

表3.4.1に示すように、目標関数の変曲点、すなわち－0.2、0.2、－0.6、0.

6を含む領域に誤差が多いことがわかる。ここでは、誤差が比較的小さい

ために絶対値が0.02以上になる領域を誤差の多い領域とした。
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表3.3.5 規格化した場合の誤差の多い領域

15点学習－1.0、－0.95、－0.8、－0.65、－0.5、－0.35、－0.2、－0.05、0.1、0.25、0.4、0.55、0.70、0.85、1.0

誤差の多いX軸での値または領域

1 0.48、0.20～0.30、－0.20～－0.30、－0.48

2 0.48、0.20～0.30、－0.20～－0.30、－0.48

3 0.48、0.20～0.30、－0.20～－0.30、－0.48

4 0.48、0.20～0.30、－0.20～－0.30、－0.48

5 0.48、0.20～0.30、－0.20～－0.30、－0.48
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表3.4.1 規格化しない場合の誤差の多い領域

誤差の多いX軸の値または領域

1 －0.68～－0.45 －0.3～－0.2 図3.4.2

2 －0.70～－0.4 0.08～0.12 0.52～0.72 図3.4.4

3 －0.68～－0.45 －0.32～－0.16 図3.4.6

4 －0.7～－0.4 0.08～0.15 0.5～0.8 図3.4.8

5 －0.65～－0.44 －0.28～－0.2 図3.4.10

図3.4.1 入出力特性1
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図3.4.2 入力誤差特性1

図3.4.3 入出力特性2
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図3.4.4 入力誤差特性2

図3.4.5 入出力特性3
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図3.4.6 入力誤差特性3

図3.4.7 入出力特性4
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図3.4.8 入力誤差特性4

図3.4.9 入出力特性5



4.考 察

ニューラルネットワークを用いて関数を学習する場合、計算機実験3.-

1.～3.-3.を見て共通して言えることは、変曲点付近すなわち目標関数の傾

きの符合が変わる領域で誤差が大きくなる場合が多いという結果となった。

また、ニューラルネットワークでの学習では、どのような関数でも学習が

可能と思われているが、誤差が比較的大きくなり関数特性が、目標関数に

対して、ゆがんだ入出力特性が生じてしまう場合がある。この場合は、学

習回数を増加させても誤差は一定値以上は減少しなかった。規格化をする

と、学習点付近は、誤差が少なくなるが、全体的には、ある程度減少する

ものの、3.-3.の関数ほど減少はしない。3.-2.と3.-3.を比較すると、目標

関数の微分値が、後者のほうが変化の幅が大きいために追随できないので

はないかとも考えられる。同じ定義域の幅に対して、値域が急激になると、

92

図3.4.10 入力誤差特性5



ニューラルネットワークでは誤差が大きくなってしまうのではないかとも

考えられる。

また変曲点付近でも、誤差が比較的少なくなっている場合もあった。

規格化した場合は、学習点付近は誤差が少なくなっていた。規格化しない

場合は、学習点であっても誤差が多い傾向にあった。 学習点と変曲点の

組み合わせで入力誤差特性は変化するものであるのか。

今後、学習関数の変曲点と学習点の選択によって、さらに誤差の出やす

い関数であっても誤差を小さくするための方法を考察したいと考える。

5.おわりに

ニューラルネットワークを用いて関数を学習することはよく知られてい

るが、誤差に対する検討は、あまり行われていない。本稿では、２種類の

関数の検討を行った。3.-1.および3.-2.の誤差の多い関数に対して共通し

て言えることは、学習関数の変曲点付近では、誤差が大きくなるというこ

とがわかった。また、規格化によって、誤差の改善は、良好な結果となっ

た。

しかし、誤差特性の比較的小さい関数に対しての関数学習に対しては、

変曲点付近に誤差は多いものの、そうではない領域にも誤差の多い領域が

あることが確認された。今後、さらなる検討を試みたい。
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